Primera parte:

Demuestra que, si d << D, la estrella pequefia realiza un movimiento armoénico simple. Ten-
dras que despreciar algun término en algiin momento para poder demostrarlo, y dejo a tu
criterio cuando y cémo hacerlo.

Para poder comprobar que el movimiento de la masa m es armdnico
simple tomo d como una variable que indica la distancia entre la estrella pe-
quena y el punto de equilibrio en cada momento.

La distancia entre m y M, por el teorema de Pitdgoras es V(D?+d?).

La fuerza con la que atrae cada estrella fija a la estrella pequena es,
por la ley de la Gravitacién Universal, F = G*M*m/(D?+d?).

Esta fuerza se puede descomponer en dos partes, F, y F,, que con F
forman un tridngulo rectdngulo semejante al formado por el de lados d, D y
V(D?+d?). Los valores de F, y F, son proporcionales a los lados horizontal y
vertical del tridngulo, respectivamente, por tanto F, = F*d/N(D?+d?) y F, =
F*DN(D?+d?).

Las fuerzas verticales van en sentido contrario y se anulan, mientras
que las horizontales van en el mismo sentido y se suman: la fuerza que su-
fre la estrella pequeifa es F. = 2*F, = 2*G*M*m/(D?+d?)*d/V(D*+d?) =
2*G*M*m*d/V (D?+d?)°.

Si D>>d, D’+d? = D? y por tanto F. = 2*G*M*m*d/D-.
Hago k = 2*G*M*m/D? de modo que F. = k*d. Como la direccion de la
fuerza va hacia el punto de equilibrio y su valor es directamente proporcio-

nal a d, la distancia a dicho punto, se trata por definicién de un movimiento
arménico simple.

Segunda parte:

a) Demostrar que el ingeniero tenia razén al descartar la alternativa propuesta por el re-
gente

Voy a calcular la suma de las fuerzas que ejercen las cuatro masas en
sentido horizontal, ya que es evidente que en sentido vertical se anulan. Las
de las masas superior e inferior eran 2*G*M*m*d/V(D?+d?)° hacia la izquier-
da del croquis. La de la masa izquierda es G*M*m/(D+d)? también hacia la
izquierda y la de la masa derecha es G*M*m/(D-d)? hacia la derecha.

Si sumo las cuatro fuerzas, tomando como positivo el sentido hacia la
derecha, tengo que la fuerza total es F. = G*M*m/(D-d)? - G*M*m/(D+d)? -
2*G*M*m*d/V (D?+d?)3.

Operando: F, = G*M*m*[1/(D-d)? - 1/(D+d)? - 2*d/V(D?*+d?)’] =
G*M*m*[((D+d)?-(D-d)?)/(D?-d?)? - 2*d/V(D?*+d?)3] =
G*M*m*[(D?+2*d*D+d?-D?+2*d*D-d?)/(D?-d?)? - 2*d/N(D?*+d?)3] =



G*M*m*[4*d*D/(D?-d?)? - 2*d/V(D?*+d?)?] =
GXM*m*2*d*[2*D/(D?-c?)? - 1N(D*+d?)’].
Si D>>d, D’+d? = D? y D?-d? = D?, por tanto F; = 2*G*M*m*d/D>.

Ahora la fuerza total va hacia la derecha, alejandose del punto de
equilibrio. En este caso no oscilara la masa pequefia alrededor de dicho
punto sino que caerd hacia la masa mas préxima.

b) Encontrar una combinacién de masas de las estrellas fijas
en las esquinas del cuadrado que si resulte en un movimiento
armonico simple por parte de la pequena estrella.

Si doy por hecho gque existe una solucidn, dejo las masas inferior y su-
perior con el valor inicial de M y asigno a las masas derecha e izquierda un
nuevo valor M’ que sera igual a k*M. Calculo las cuatro fuerzas con estas
masas:

Fo = G*k*M*m/(D-d)? - G*k*M*m/(D+d)? - 2*¥G*M*m*d/V (D*+d2)°.
Operando: F. = GXM*m*[k/(D-d)? - k/(D+d)? - 2%d/V(D*+a?)’] =
GXM*m*[k*((D+d)?-(D-)?)/(D?-a?)? - 2*dN (D*+d?)°] =
G*M*m*[k*(D?+2*d*D +aP-D?*+2*d*D-a?) /(D*-P)? - 2*dN (D?+a?)°] =
GXM*m*[4%Kk*d*D/(D*-aP)? - 2*dN(D*+d?)°] =
GHM*m* 2% [2*k*D/(D*-P)? - 1N (D*+dP)7].

Si D>>d, D?*+d? = D? y D?-d? = D?, por tanto F; = 2*G*M*m*d*[2*k/D> -
1/D?] = 2*G*M*m*d*(2*k-1)/D>.

Para que el movimiento sea arménico simple, d debe estar multiplica-
da por una constante negativa, es decir, la fuerza debe ser proporcional a d
y estar dirigida hacia el centro. Cualquier valor positivo de k que cumpla
2*k-1<0 es una solucion valida. Por tanto, como k puede tomar cualquier
valor entre 0 y %2, el valor de las masas derecha e izquierda, M’, puede to-
marse entre 0 y M/2.

Tercera parte:

Viendo que el regente no daba muestras de acabar con sus peticio-
nes, el ingeniero decidié generalizar el problema, de modo que pudiera re-
solver de manera rapida cualquier variacion que le propusiera. Para ello
planted el problema de cuatro estrellas de masas iguales formando un rec-
tangulo con el centro en el punto de equilibrio y un eje coincidente con la
distancia d, cuyas distancias formasen un angulo a con dicho eje. Esta es-
tructura tiene la ventaja de que todas las fuerzas verticales se anulan:



La distancia horizontal a las estrellas de |la derecha es D*cosa-d y a
las estrellas de la izquierda es D*cosa+d. La distancia entre la masa m y las
estrellas de la derecha es, por el teorema de Pitagoras, V((D*cosa-
-d)?+D*sen‘a) = V(D?*+d?*-2*d*D*cosa). Asimismo la distancia entre m vy las
estrellas de la izquierda es vV (D?+d?+2*d*D*cosa). La fuerza que ejercen las
cuatro estrellas en sentido vertical suman cero, pero en horizontal si se pro-
duce una fuerza que voy a calcular.

Aplicando la ley de la Gravitaciéon Universal tengo que la fuerza con la
que atrae a la masa m una de las estrellas de la derecha es F;, = G*M*m/
(D?+d?*-2*d*D*cosa). La componente horizontal de dicha fuerza es Fun =
G*M*m/(D?+d?*-2*d*D*cosa) * (D*cosa-d)/N(D?+d?*-2*d*D*cosa) =
G*M*m*(D*cosa-d)/V (D?+d?-2*d*D*cosa).

La fuerza horizontal con la que atrae a m una de las estrellas de la iz-
quierda es, teniendo en cuenta el signo menos que indica que va hacia la iz-
quierda, Fi, = -G*M*m*(D*cosa+d)/V(D?+d?+2*d*D*cosa)>.

Si sumo las fuerzas horizontales que ejercen sobre m las cuatro estre-
lla tengo que Fn =
2*G*M*m*(D*cosa-d)/V (D?+d?*-2*d*D*cosa)?-2*G*M*m*(D*cosa+d)/V (D?+d?
+2*d*D*cosa)’.

Opero con la férmula para llegar a un resultado mas manejable. (Es
mejor saltar directamente hasta el resultado. En serio):

F =2*G*M*m*[(D*cosa-d)/V(D?+d?-2*d*D*cosa)>-
(D*cosa+d)/V(D?+d*+2*d*D*cosa)?]

2*XG*M*m*[(D*cosa-d)*V(D?+d?+2*d*D*cosa)>-(D*cosa+d)*V(D?+d?-2*
a*D*cosa)’]/V (D?+d?+2*d*D*cosa)?/V (D?+d?-2*d*D*cosa)?® =



2*XG*M*m*[(D*cosa-d)*V(D?+d?+2*d*D*cosa)>-(D*cosa+d)*V(D?+d?-2*
d*D*cosa)’]/V ((D?+d?)?-4*d**D**cos?a)’ =

2*XG*M*m*[D*cosa*(V(D?+d?+2*d*D*cosa)>-vV (D?+d?-2*d*D*cosa)?)-d*(
V(D?+d?+2*d*D*cosa)>+V (D?+d?-2*d*D*cosa)?)]/V ((D? +d?)?-4*d?*D?**cos’a)’

2*¥G*M*m*D*cosa*(V(D?+d?+2*d*D*cosa)>-V(D?+d?-2*d*D*cosa)?)/V ((
D?+d?)?-4*d**D?**cos’a)’
-2XGEM*m*a* (V(D? +d?+ 2*d*D*cosa)’+V (D? +d?-2*d*D*cosa)?) /N ((D? +d?)?-4*d
2D%*cos’a)’ =

2*XG*M*m*D*cosa*((D?+d?+2*d*D*cosa)>-(D?+d?-2*d*D*cosa)?)/
(V(D?+d?+2*d*D*cosa)’>+V (D?+d?*-2*d*D*cosa)?) /V ((D?+d?)?-4*d**D?**cos?a)?
-2XGHMH*m*a¥(V(D?+ 0P+ 2%a*D*cosa)’ +V (D +aP-2*d*D*cosa)’) W (D> +d?)?-4*d
2D**cos’a)’ =

2*¥G*M*m*D*cosa*(12*(D?+d?)**d*D*cosa+12*d**D3*cos’a)/
(V(D?+d?+2*d*D*cosa)’+V (D?+d?-2*d*D*cosa)?)/V ((D?+d?)?-4*d**D?**cos’a)>-
2XGHEM*m*d*(V(D?+d? + 2*d*D*cosa)’+V (D?+d?-2*d*D*cosa)’)/V ((D?+d?)?-4*d?
*D?*cos’a)?

Ahora aplico que si D>>d, D?’+d? = D?, D?-d? = D?, D?+d?+2*d*D*cosa
=~ D? y D*+d?-2*d*D*cosa = D?, por tanto:

Fy = 2*¥G*M*m*D*cosa*(12*D*d*D*cosa)/2/D3?/D°
2XGHMEm*d*(D3+D3)/D° = 12*G*M*m*cos’a*d/D?  -4*G*M*m*d*/D? =
G*M*m*d/D3*(12*cos’a-4).

De modo que la fuerza total que ejercen las cuatro estrellas sobre la
masa m es la fuerza horizontal: F; = G*M*m*d/D?**(12*cos’a-4).

A partir de esta férmula podemos resolver todos los casos. Por ejem-
plo, el primero, con dos estrellas, es similar a un rectdngulo degenerado con
solo dos estrellas en los vértices y a=90°: F, = G*M*m*d/D3*(12*0-4)/2 =
-2*G*M*m*d/D>. Se obtiene el mismo resultado, lé6gicamente. (Se divide en-
tre 2 por haber dos estrellas en el rectangulo degenerado y no cuatro.)

También podemos calcular la influencia de las dos estrellas adiciona-
les del segundo caso asimilandolas a otro rectangulo degenerado con dos
estrellas de masa M’ y a=0° F. = G*M*m*d/D*(12*1-4)/2 =
4*G*M™*m*d/D?. Si lo sumamos al resultado anterior llegamos a F; =
G*m*d*(4M’-2M)/D? y para que el resultado sea negativo a que 4M’-2M<0 y
por tanto M’<M/2, igual que antes.

a) Si son ocho masas grandes, équé proporciones de valores
pueden producir lo que desea el regente, si es que existe al-
guna manera?

Voy a resolver el caso con ocho estrellas sumando un rectangulo con
cuatro estrellas de masa M”’ y a=45° al caso anterior. Como cos?45°=1/2, la



fuerza ejercida por las nuevas estrellas es G*M’*m*d/D°*(6-4) =
2*G*M’*m*d/D?. Si sumo las fuerzas de las ocho estrellas tengo que F; =
-2XG*M*m*d/D3+4*G*M *m*d/D>+2*G*M’*m*d/D’ =
G*M*m*d/D>*(-2*M+4*M’'+2*M"’). Para tener un movimiento arménico sim-
ple F: debe ser negativo, luego -2*M+4*M’'+2*M"’<0 o M>2*M’'+M"’. Cual-
quier combinacién de las masas M, M’y M”’ que cumpla la desigualdad ge-
nerara un movimiento arménico simple.

Supongamos que las masas M’y M”’ son iguales y valen k*M. En ese
caso M>3*k*M y por tanto son soluciones validas los valores de k menores
que 1/3, es decir, M'<M/3.

b) Si son n masas grandes (y n es un niumero muy grande),
iqué proporciones deben tener las masas entonces, si es que
es posible producir siempre un movimiento armonico simple?

Para analizar el caso de una guirnalda de estrellas, puedo suponer
que tenemos 4*n estrellas de masa k*M formando una circunferencia de ra-
dio D, siendo B el angulo que forman los radios de dos estrellas consecuti-
vas. Evidentemente B=2*n/4/n=mn/2/n. Tengo n-1 rectangulos con angulos B,
2*B, 3*%B, ... ,(n-1)*B.

La suma de todas las fuerzas sera F: =
G*m*d/D?*(-2*M+4*k*M+ (12*cos?B-4)*k*M+(12*cos?(2*B)-4)*k*M+(12*cos?(
3*B)-4)*k*M+...+(12*cos?((n-1)*B)-4)*k*M) =

2*G*M*m*d/D>*(-1+2*k+(6*cos’B-2)*k+(6*cos?’(2*B)-2)*k+(6*cos*(3*B
)-2)*k+...4+(6*cos?((n-1)*B)-2)*k) =

2XGEM*m*d/D?*(-1-2*k*(n-2) + 6*k*(cos’B+cos?(2*B) +cos?(3*B) +...
+cos?((n-1)*B)))

Por tanto en el circulo de 4*n estrellas se debe cumplir, para tener un
movimiento armoénico simple, que 6*k*(cos’B+cos?(2*B)+cos?(3*B)+...
+cos?((n-1)*B))-2*k*(n-2)<1, con B=m/2/n.

Cuarta parte:

Finalmente, si crees que la ultima propuesta del regente si-
gue sin ser lo suficientemente sofisticada, tienes libertad de
proponer una estructura de estrellas alternativa, siempre que
produzca un movimiento armdnico simple y puedas demos-
trarlo.

A partir de aqui es facil resolver casos con estrellas de masas diferen-
tes, siempre que se cologuen de a cuatro formando rectangulos como el
propuesto.

Supongamos ahora que queremos resolver un caso tridimensional. Lo
Unico que tendriamos que hacer es convertirlo en casos como el estudiado:
pares de estrellas situadas en rectas perpendiculares al movimiento de m,



pares de estrellas en la misma recta del movimiento de m y grupos de cua-
tro estrellas que formen rectdngulos como el descrito. Después se suman
los efectos que producen los grupos de estrellas y se puede averiguar si el
movimiento es armdnico simple o no.

Por ejemplo, imaginemos ocho estrellas formando un cubo de lado L.
La distancia del centro del cubo a un vértice, D, vale L*/3/2, luego
L=2*D/V3. Tenemos cuatro estrellas en un mismo plano, asi que podemos
hacer que m tenga un movimiento armonico simple perpendicular a dicho
plano. Las otras cuatro estrellas forman un rectangulo con a=35°15’, y
cos’a=2/3. Aplicando nuestra férmula maravillosa sabemos que la fuerza
horizontal sobre m es F; = -4*G*M*m*d/D? + G*M™*m*d/D>*(12*cos’a-4) =
-J*GM*m*d/D? + 4*G*M™*m*d/D>.

Por tanto, en el caso de un cubo, para obtener un movimiento arméni-
co simple basta con que las cuatro estrellas que estan en el plano perpendi-
cular al movimiento de m tengan una masa superior a la de las otras cuatro,
no importa cual sea la diferencia.

Si analizamos ahora el caso de un octaedro regular, la fuerza es F; =
-4*G*M*m*d/D? + 4*G*M™*m*d/D?. Si M=M’ entonces F.=0, pues la fuerza de
las cuatro estrellas perpendiculares al movimiento iguala la de las dos de su
recta. De nuevo llegamos al mismo resultado, en el octaedro regular se ob-
tiene un movimiento arménico simple si las masas del plano perpendicular
al movimiento son mayores que las otras dos.

Otras posibilidades, como colocar estrellas a distancias diferentes de
D se resuelven sustituyendo la nueva D’ por D en la férmula, siempre con
D’>>d. Por ejemplo, en un rombo con los vértices a distancias D y D’, con
las cuatro estrellas de masa M, la fuerza serd Ft = -2*G*M*m*d/D°> +
A*GHXM*m*d/D”? = 2*G*M*m*d*(-1/D>+2/D"”). En ese caso se debe cumplir
que -1/D°+2/D"<0, 2/D"”<1/D? D”>2*D’? D’>3V2*D, luego D’ debe ser su-
perior a 1,25992*D para que se produzca un movimiento arménico simple.

Ya podemos resolver cualquier caso: masas diferentes (siempre que
las que estén formando los rectdngulos tengan masas iguales), distancias
diferentes, casos tridimensionales, todo a la vez... Solo hay que recordar
una férmula, la de las cuatro estrellas que forman un rectangulo:

F: = G*M*m*d/D3*(12*cos’a-4).



