Desafio: El palo deslizante

Imagina una pared y un suelo perfectamente lisos (no hay rozamiento), con el suelo
horizontal y la pared vertical. Imagina también que hay un palo de longitud L y masa M (de
grosor despreciable) apoyado en la pared. De estar colocado verticalmente, tocando la
pared en todos sus puntos, se encontraria en equilibrio, pero imagina también que el ex-
tremo inferior se separa una distancia minuscula de la pared.

El palo ya no estara absolutamente vertical, y dado que no hay rozamiento, empe-
zara a deslizarse hacia abajo y la derecha, al principio muy lentamente (parte del reposo)
pero cada vez mas deprisa.

Al cabo de cierto tiempo, la velocidad horizontal del palo sera constante de ahi en
adelante para siempre —esto te lo aseguro yo, para que luego te quejes—. Y la pregunta
del desafio es: ¢cual sera el valor de esa velocidad horizontal “terminal” para el centro de
masa del palo?

Primera respuesta:

La primera impresion que me dio el problema fue que era muy facil, asi que me
puse a resolverlo partiendo del principio de que la energia se conserva.

Nos dicen que tenemos un palo inmovil de longitud L y masa M, con su centro de
gravedad a una altura L/2. Por tanto su energia es solo la energia potencial, cuya férmula
es Mgh. Como h vale L/2, su energia sera MgL/2. Después de inclinarse y caer, lo que
tendré es un palo en posicion horizontal moviéndose hacia la derecha a una velocidad V.
En este caso solo hay energia cinética, de formula MV2/2. Igualamos las dos formulas
aplicando el principio de conservacion de la energia:

MgL _ MV?
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De aqui se obtiene la solucion, V=1gL



Primer intermedio:

Sin embargo habia algo que no me acababa de cuadrar. (Como se pasa de ese
movimiento vertical a la posicion horizontal sin que intervenga el rozamiento? Ademas,
Pedro no pondria nunca un desafio tan sencillo. De modo que volvi a estudiar el problema
con algo mas de profundidad.

Segunda respuesta:

Analizamos la posicion del centro de masas
considerando que sus coordenadas son (X,Y). Al estar
apoyados los extremos en la pared y el suelo, que
tomaremos como ejes de coordenadas, y al ser el
centro de masas el centro de una barra de longitud L,
las posiciones en las que toca la pared y el suelo seran,
respectivamente, (0,2Y) y (2X,0). Por semejanza de
triangulos sabemos que la distancia al origen del centro
de masas es L/2, de modo que aplicando el teorema de
Pitagoras al triangulo de lados X, Y y L/2 nos queda
que X2+Y2=|2?/4, Esta es la ecuacibn de una
circunferencia centrada en el origen y de radio R=L/2, y
ese es el recorrido del centro de masas.

Sobre el dibujo definimos el angulo a que forma
la barra con la vertical, la velocidad V del centro de
masas Y la velocidad de giro w de la barra respecto a
su centro de masas. En el segundo dibujo vemos la
relacion entre Vy w: V=wR=wL/2.

Una vez definidos todos los términos volvemos a
aplicar el principio de conservacion de la energia, solo
que ahora tendremos tres términos en vez de dos. La
energia de la barra se debe a su posicion -energia
potencial-, al desplazamiento de su centro de masas
-energia cinética de traslacién- y al giro de la barra
alrededor de su centro de masas -energia cinética de
rotacion-. Las formulas que nos dan el valor de los tres
son Ep=Mgh, Ect=MV?/2 y Ecr=Iw?/2. El valor de | para
una barra de grosor despreciable con respecto a un eje
gue pase por su centro es I=ML?/12, y el de w en nuestro caso era w=2V/L. Por tanto la
energia total cuando el centro de masas esta a una altura Y es:
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NI2VZ+—I"ZV :MgY+NI2VZ+NIGV :MgY+2MV

E=FEp+Ect+Ecr=MgY +
En el instante inicial la altura del centro de masas era L/2 y la velocidad 0, por lo
gue la energia era:
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Igualando las dos férmulas tenemos:

L 2MV2_ Mgl
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Despejando V queda:

_3g(L-2Y)

v
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A partir del valor de V calculamos los valores de

sus componentes horizontal y vertical, Vx y Wy, i
aprovechando que el angulo de V con la horizontal es Vy=Vsena
el angulo a ya conocido. Vx=Vcosa y Vy=Vsena. Como a

el triangulo de lados X, Y y L/2 tiene el mismo angulo

a, sabemos que coso=2Y/L y seno=2X/L. Por tanto Vx=Vcosa
Vx=2YV/Ly Vy=2XVIL.
L2
Asi que ya tenemos el valor de la velocidad X
horizontal: a
Y

_2YV _2Y V3g(L—-2Y) :Y\/3g(L—2Y)
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Segundo intermedio:

Ya esta, problema resuelto. Pero de nuevo hay algo que no encaja, Pedro ha dicho
literalmente que “Al cabo de cierto tiempo, la velocidad horizontal del palo sera constante
de ahi en adelante para siempre —esto te lo aseguro yo, para que luego te quejes—." Eso
contradice el resultado ya que Vx estad en funcién de Y, por lo que no es constante.
¢, Doénde esta el error?

“Sutilmente” aproveché los comentarios del problema para tratar de sacar
informacion a Pedro. Aqui esté el cruce de pregunta y respuesta que mantuvimos:

-Mmonchi: Pues si no fuera por esa "ayuda" de que el valor terminal es constante,
ya estaria hecho :-(

»Mientras averiguo en qué me he equivocado, una aclaracion: ¢Los extremos de la
barra estan siempre en contacto con las paredes? Lo digo para descartar cosas raras,
como que el extremo de la izquierda se separe de la pared antes de llegar al suelo, o que
el del suelo se levante por la rotacion de la barra...

-Pedro: Mmonchi, el extremo estara en contacto con la pared mientras lo esté, tal
vez siempre, tal vez no :) Lo mismo respecto al otro extremo, tal vez se levante, tal vez
no... a ver si encuentras donde te has colado (o demuestras que la velocidad horizontal
del centro de masa no termina siendo constante y entonces me he colado yo, claro) ;)

Sabiendo ya que si, que la velocidad era constante -porque descarté que Pedro se
hubiera colado, claro- habia que buscar el error. Eso nos lleva a dar un paso mas en el
estudio del problema.



Tercera respuesta:

Tenemos un analisis de las energias que se basa en una hipétesis, que los
extremos de la barra estan apoyados en la pared y en el suelo, lo que limita sus
posibilidades de moverse. Para ver qué estd ocurriendo recordamos la primera ley de
Newton: ZF=Ma. Las fuerzas que intervienen son tres, el peso -Mg- y las reacciones entre
la barra y el suelo -vertical- y entre la barra y la pared -horizontal-. Esas fuerzas se
equilibran con el término que depende de la aceleracién, que tiene una componente
horizontal y otra vertical.

Ahora hay que combinar ambos andlisis, el que se basa en las energias y el que se
basa en las fuerzas. Dado que Vx(Y) comienza valiendo 0 -Vx(L/2)=YV(3g(L-2Y))/L=0- y
termina valiendo también 0 -Vx(0)=YV(3g(L-2Y))/L=0- es evidente que durante un tiempo
ha aumentado hasta llegar al valor maximo y después ha disminuido. O lo que es lo
mismo, que durante el primer intervalo la velocidad horizontal ha acelerado y durante el
segundo ha decelerado. O diciéndolo en términos de la primera ley de Newton, durante el
primer intervalo la barra sufre una fuerza horizontal hacia la derecha procedente de la
pared y durante el segundo la fuerza horizontal que sufre es hacia la izquierda.

Pero -y aqui esta la clave del problema- no hay nada que pueda provocar una
fuerza de la pared contra la barra hacia la izquierda. Si la pared hubiera sido un poste
vertical y la barra hubiera tenido una argolla articulada en su extremo superior, dicha
argolla habria impedido que la barra se separara del poste generando una fuerza hacia la
izquierda que habria frenado su velocidad horizontal. Ese era el problema resuelto en la
segunda solucion, pero no nuestro problema. No a partir del momento en el que se
alcanza el valor maximo de Vx, el momento en que la aceleracién horizontal se anula,
cuando deja de haber reaccion entre la pared y la barra. De ahi en adelante la barra se
separara de la pared, pues sabemos que lo que la uniria es una fuerza que no existe. Y al
separarse de la pared ya no hay fuerzas horizontales por lo que tampoco hay
aceleraciones horizontales: la velocidad horizontal del centro de masas no variard mas.

iPedro tenia razén! La velocidad horizontal sera constante a partir del momento en
gue se alcance la velocidad horizontal maxima, que sera la velocidad terminal buscada.

Para hallar el maximo de Vx(Y) la derivamos:

dvx___ —3gY _ V3g(L—2Y)_+3g(L-2Y) L—3Y
dY L3g(L-2Y) L L L—-2Y

El maximo lo tenemos cuando dVvx/dY=0 que se da si L-3Y=0, Y=L/3. Calculamos
Vx(L/3):
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Vx(2)=

Por tanto esa es la velocidad terminal buscada, la que se obtiene cuando la pared
deja de ejercer fuerza contra la barra y esta se separa para alejarse indefinidamente:
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Explicacién final:

Hemos alcanzado un valor para la velocidad terminal que es un tercio del que
obtuvimos al principio. ¢,Pero qué pasa con las energias? ¢Ddénde van a parar para hacer
qgue la barra se mueva mas despacio de lo previsto? Hay que recordar como era el
movimiento de la primera solucién: una barra tumbada en el suelo deslizandose sin
friccion. La realidad que alcanzamos en la tercera solucién es muy diferente, la barra
choca contra el suelo y rebota, girando alternativamente en un sentido y en el otro
mientras los extremos rebotan contra el suelo sin parar. La suma de la energia potencial
de la altura del centro de masas y las energias cinéticas de su velocidad vertical y de
rotacién no varia durante ese baile, siendo esa energia la que falta para que la velocidad
terminal sea la que calculamos en primer lugar. Al no existir rozamiento esos rebotes
seran solo verticales, sin ninguna componente horizontal que altere la velocidad terminal
que se mantendra por tanto constante.



